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   1 

《抽樣方法》
一、何謂抽樣誤差？那種樣本可以測量抽樣誤差？有那些方法可以降低抽樣誤差？（10分） 

試題評析 本題是考抽樣誤差之基礎觀念，考古題中也曾出現，講義中也有清楚列示，獲得滿分不難。

考點命中 《高點‧高上抽樣方法講義》第一回，趙治勳編撰，頁5。 

答： 
(一)抽樣調查中只是以一部份代表全母體，誤差是不可避免的，這類因為以樣本推論母體所產生之誤差稱為

抽樣誤差。而抽樣誤差與非抽樣誤差最大之不同就是抽樣誤差是可以利用公式計算誤差大小並且可以控

制的。

(二)只要利用機率抽樣法所產生之樣本是可以測量抽樣誤差的。

(三)降低抽樣誤差方法有二：

1.增加樣本數

2.選擇適當之抽樣方法，儘可能讓樣本結構接近母體，即「樣本與母體之相似度要高，以機率理論的角

度來說即表示抽到明顯有偏差的樣本之機率要越小越好」。

二、(一)何謂簡單隨機樣本？（5分） 

(二)考慮簡單隨機抽樣，請證明任一母體元素 iu , i 1, , N=  被選入樣本的機率為 n / N 。（5

分）

(三)請問下列敘述是否正確？「若任一母體元素 iu ， i 1, , N=  被選入樣本的機率皆相等，則

此樣本稱為簡單隨機樣本」，若不正確，請舉一反例說明。（10分）

試題評析
本題是考簡單隨機抽樣之基礎觀念，第(二)小題92年高考考題中也曾出現過，第(三)小題課堂中

也有舉例說明，獲得滿分不難。

考點命中
1.《高點‧高上抽樣方法講義》第一回，趙治勳編撰，頁10。
2.《抽樣方法申論題完全制霸》，高點文化出版，趙治勳編著，頁1-6範例7。

答： 
(一)滿足每一組可能的樣本均有相等被抽出的機率，即為簡單隨機抽樣法，利用簡單隨機抽樣法所得之樣本

稱為簡單隨機樣本。

(二)P(母體元素 iu 被選中)
1 nn
N N

= × = ， 

其中 
1
N

為母體N個元素中第i個元素 iu 被選中之機率，

n 為第i個元素 iu 可以為n個樣本中之任何一個。

(三)敘述並不正確。 

舉反例： 母體(N=3)： 1 2 3, ,u u u
以抽後放回且不考慮順序隨機抽取兩個樣本(n=2) 
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樣本 每一組可能樣本被抽中機率 

1 1,u u 1
9

2 2,u u 1
9

3 3,u u 1
9

1 2,u u 2
9

1 3,u u 2
9

2 3,u u 2
9

由上表可得，每一組可能樣本被抽中機率並不相等。 

三、(一)抽樣時，採分層隨機抽樣方法而不採用簡單隨機抽樣方法的原因有那些？（10分） 

(二)考慮分層隨機抽樣，證明在抽樣總成本固定之下，使樣本平均之變異數最小的各層樣本

數最佳配置為 i i i
i L

k k k
k 1

N / c
n n

N / c
=

 σ
=  

 σ 
 
∑

，其中 iN 是第i分層的大小， 2
iσ 是第i分層的變異

數， ic 是由第i分層獲得一觀察值的成本。（15分）

(三)考慮分層隨機抽樣，請問在那一種樣本配置下，母體平均估計量與簡單隨機柚樣時的母

體平均估計量相同，試證明之。（10分）

試題評析
本題是考分層隨機抽樣之基礎觀念與公式證明，第(二)、(三)小題分別在88年高考與87年高考中

曾出現過類似的考題，這些考題都有收錄在講義中，只要考生有認真練習，獲得滿分不難。

考點命中
1.《高點‧高上抽樣方法講義》第一回，趙治勳編撰，頁7。
2.《高點‧高上抽樣方法》補充講義(1)，趙治勳編撰，頁18補充19。
3.《抽樣方法申論題完全制霸》，高點文化出版，趙治勳編著，頁4-5範例4、頁4-7範例6。

答： 
(一)分層隨機抽樣法是設計抽樣法之一種，採用設計抽樣法之原因是為了調整母體型態，方便資料蒐集及減

少抽到明顯有偏差的樣本，可以有效降低抽樣誤差。

(二)假設總調查費用為 0
1

C
L

i i
i

c c n
=

= +∑     其中 0c 表示固定成本

2 2 2
2

2
1 1

( ) (1 ) ( )
L L

i i i i i
st i i

i ii i i

N N n
V y W f

n N nN
ss

= =

−
= − =∑ ∑

2
2

2 2
1 1

( )1 1L L
i i

i i
i ii

N
N

nN N
σ

σ
= =

= −∑ ∑

其中只有一項
2

1

( )L
i i

i i

N
n
σ

=
∑ 與 in 有關，令

2

1

( )
*

L
i i

i i

N
V

n
σ

=

= ∑

令 0
1

*
L

i i
i

C C c c n
=

= − = ∑ 及 ( )stV V y=

目標: 
2

1 1

( )
min min * * min( )( )

i i i

L L
i i

i in n n i i i

N
C V C V c n

n
σ

= =

× = × = ∑ ∑
由柯西不等式可得， 

2
2 2 2

1 1 1 1 1

( )
( )( ) [ ( ) ][ ( ) ] ( )

L L L L L
i i i i

i i i i i i i
i i i i ii i

N N
c n c n c N

n n
σ σ

σ
= = = = =

= ≥∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
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上式等號成立，當

1

, 1, 2, ,i i i
L

i i i i i i

i i ii

c n n n i L
N N N

n c c
σ σ σ

=

= = =

∑
 時，這時 * *C V× 具有最小值，可得

1 1

( ) ( )

i i i i

i i
i L L

i i k k

i ki k

N N
c c

n n n
N N

c c

σ σ

σ σ
= =

= =

∑ ∑
 

(三)比例配置下兩者之母體平均數估計量會相同。

證明：比例配置法下，樣本配置權數 i i
i i

n N
w W

n N
= = =

1

1 1 1

L

i iL L L
i i

st i i i i i
i i i

n y
n

y W y w y y y
n n

=

= = =

= = = = =
∑

∑ ∑ ∑

四、考慮系統抽樣，請導出
(k 1)nMSB SST

(n 1)SST
− −

ρ =
−

， 

其中 N nk= ，ρ是系統樣本（集群）內任2元素的相關係數，

k
2

i
i 1

k n
2

j i
i 1 j 1

k n
2

ij
i 1 j 1

nMSB (y y)
k 1

1MSW (y y )
k(n 1)

SST (y y)

=

= =

= =

= −
−

= −
−

= −

∑

∑∑

∑∑
（10分） 

試題評析
本題是考系統抽樣法中系統樣本內任意兩個元素相關係數之證明題，這類證明不曾出現在考古

題中，講義中也只有估計量變異數之證明，考生需要在考場中利用估計量變異數證明之討論方

式(想成ANOVA)套用在相關係數之計算上，本考題要拿高分實屬不易。 
考點命中 《高點‧高上抽樣方法》補充講義(1)，趙治勳編撰，頁15補充17相關。 

答： 

由於系統抽樣之母體資料表格與一因子 k 水準變異數分析的一樣，故以變異數分析之原理討論（註：

以下符號都用考題的） 

第 i 組可能系統

樣本 
樣本資料 

1 
11 12 13 1ny ,y ,y , ,y3

( 11 12 13 1nY ,Y ,Y , ,Y3 )

1y
( 1Y )

2 
21 22 23 2ny ,y ,y , ,y3

( 21 22 23 2nY ,Y ,Y , ,Y3 )

2y
( 2Y ) 

 

k k1 k2 k3 kny ,y ,y , ,y3

( k1 k2 k3 knY ,Y ,Y , ,Y3 )

ky
( kY )

y
( Y )
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2

1 1
( )

k n

ij
i j

SST y y
= =

= −∑∑ ， 2 2

1 1 1
( ) ( )

k n k

i i
i j i

SSR y y n y y
= = =

= − = −∑∑ ∑

2

2 1

1

( )
( )

1 1 1

k

ik
i

i
i

n y y
n SSRMSB y y

k k k
=

=

−
= − = =

− − −

∑
∑ ( 1)SSR k MSB⇒ = −

題目所要求： 22 2

[( )( )] [( )( )]
( )( ) ( )

ij ik ij ik

ijij ik

E y y y y E y y y y
E y yE y y E y y

ρ
− − − −

= =
−− −

 

( 1)
( 1)( 1)

( 1)

k nMSB SST
k nMSB SSTkn n

SST n SST
nk

− −
− −−

= =
−

   得證 

其中 分母部份：

2

1 12

( )
( )

k n

ij
i j

ij

y y
SSTE y y

nk nk
= =

−
− = =

∑∑

分子部份： 

1 1
( )( ) ( )( )

[( )( )]
( 1)
22

k n k n

ij ik ij ik
i j k i j k

ij ik

y y y y y y y y
E y y y y

kn nn
k

= < = <

− − − −
− − = =

− 
 
 

∑∑ ∑∑

   
1

2 ( )( )
( 1)

( 1) ( 1)

k n

ij ik
i j k

y y y y
k nMSB SST

kn n kn n

< >
= <

− −
− −

= =
− −

∑∑
註

<註>
12 2 2 2

1 1 1 1 1 1

( )
1( ) ( ) [ ] [ ( )]

n

ijk n k k k n
j

i i ij
i j i i i j

y y
SSR y y n y y n y y

n n
=

= = = = = =

−
= − = − = = −

∑
∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑

2

1 1

1 [ ( ) 2 ( )( )]
k n n

ij ij ik
i j j k

y y y y y y
n = = <

= − + − −∑ ∑ ∑

2

1 1 1

1 [ ( ) 2 ( )( )]
k n k n

ij ij ik
i j i j k

y y y y y y
n = = = <

= − + − −∑∑ ∑∑

    
1

1 [ 2 ( )( )]
k n

ij ik
i j k

SST y y y y
n = <

= + − −∑∑

 可得 
1

2 ( )( ) ( 1)
k n

ij ik
i j k

y y y y k nMSB SST
= <

− − = − −∑∑

五、(一)考慮集群抽樣，若母體總數M已知，請問母體總和的估計量為何？若不知母體總數M，但

知道集群總數N時，請問母體總和的估計量為何？（5分）

(二)考慮兩階段集群抽樣，證明母體平均估計量

n

i i
i 1

M y
1
M n

=µ =
∑

是母體平均µ的不偏估計量。

其中M M / N= 。提示： 1 21E( ) E E ( )µ = µ （10分）
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(三)考慮兩階段集群抽樣，由相等大小集群M抽取相等大小樣本m，且當N很大時，證明在固定

抽樣成本下，使
2

2 w
b

1V( )
n m
 σ

m = σ + 
 

值最小的m為
2
w 1
2
b 2

cm
c

σ
=

σ
，其中 1c 是第一階段每一觀

察值的成本， 2c 是第二階段每一觀察值的成本， 2
bσ 是集群平均間的變異數， 2

wσ 是集群

內元素間的變異數。（10分） 

試題評析

本題是考簡單估計法與比率估計法下群集抽樣法及兩階段抽樣法之證明題，第(一)小題需要猜

想出題老師之想法才能夠寫出正確答案。第(二)小題兩階段抽樣法下估計量之不偏性證明，於

101年關務有考過一次，課堂上也有說明過。第(三)小題利用固定總成本及最小化變異數下得到

樣本數之證明題，這是第一次命題，但考生可以參照分層抽樣法下樣本數之證明過程回答本

題，有充分準備證明之考生於本題獲得高分不難。

考點命中
1.《高點‧高上抽樣方法講義》第一回，趙治勳編撰，頁51、頁77。
2.《高點‧高上抽樣方法》補充講義(1)，趙治勳編撰，頁52補充53。

答： 
(一)在母體總和值之估計問題上，簡單估計法是用不到Ｍ，反之比率估計法會用到Ｍ，所以猜想出題老師希

望考生比較兩種估計法下估計量之差異。

若母體總數Ｍ已知，母體總和值之估計量為 ˆ t
rcl rcl

y
Y My M

m
= =

若母體總數Ｍ未知，母體總和值之估計量為 ĉl cl tY My Ny= =

其中 i
1

1 n

t
i

y y
n =

= ∑ ,
1

1 n

i
i

m M
n =

= ∑

(二) 1 1
1 2 1 2 i

1

1 1 1ˆ( ) ( ) [ ( )] [ ( )]

n n

i i i i n
i i

i
i

M y M y
E E E E E M E y

M n M n Mn
µ = =

=

= = =
∑ ∑

∑

  1
1 1 1 1

1

1 1 1 1( ) ( ) ( )

n

in
i i

i A
ii

Y
Y YE M E E y NY
M n M MMn M M

µ=

=

= = = = = =
∑

∑  

(三)假設總調查費用為 0 1 2C c c n c nm= + + ，其中 0c
表示固定成本，

2
21ˆ( ) ( )w
bV

n m
σ

m σ= +

令 0 1 2*C C c c n c nm= − = + 及 ˆ( )V V µ=

目標: 
2 2

2 2
1 2 1 2

1min min * min( )( ( )) min( )( )w w
b bm m m m

C V C V c n c nm c c m
n m m

σ σ
σ σ× = × = + + = + +  

由柯西不等式可得， 
2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( )( ) [( ) ( ) ][( ) ( ) ] ( )w w

b b b wc c m c c m c c
m m
σ σ

σ σ σ σ+ + = + + ≥ +  

上式等號成立，當
1 2

b w

c c m

m
σ σ

= 時，這時 *C V× 具有最小值，可得
2

1
2

2

w

b

c
m

c
σ
σ

= 。
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