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《統計學》 
試題評析 

今年命題內容包括：基本的機率論、成對母體t檢定、點估計。總共只有三大題，難度中等偏易，

一般考生應該可以拿到70分，預估上榜的水準大概90分左右。 

考點命中 

第一題：《高點統計學講義》第一回，秦大成編撰，頁37《例題2》。 
第二題：《高點統計學講義》第五回，秦大成編撰，頁48。 
第三題：(一)《高點統計學講義》第四回，秦大成編撰，頁10《例題3》； 

(二)《高點統計學講義》第四回，秦大成編撰，頁16《例題10》； 
(三)(四)(五)《高點統計學講義》第四回，秦大成編撰，頁33《例題11》。 

 

一、某一汽車經銷商計算其每賣一部新車的獲利（以十萬元為單位）為 2Y X ，若 X 的機率密度函

數如下： 

  
(1 ) 0 1

( )
0

  
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

c x x
g x

其他
 

(一)請計算求得 c 值。（5分） 

(二)推導求得Y 之機率密度函數 ( )f y 。（10分） 

(三)請計算該經銷商在賣下一部新車時，其獲利小於一萬元的機率。（5分） 

答： 

(一)׬ cሺ1 െ xሻ
ଵ
଴ dx ൌ c ቀ1 െ

ଵ

ଶ
ቁ ൌ 1			 ∴ c ൌ 2 

 

(二)	y ൌ xଶ									x ൌ േඥy		൫取൅൯			, ቚ		
ୢ୶

ୢ୷
ቚ ൌ

ଵ

ଶඥ୷
	

fሺyሻ ൌ fଡ଼൫ඥy൯ ∙ ฬ
dx
dy
ฬ 

ൌ 2൫1 െ ඥy൯ ∙
1

2ඥy
ൌ

1

ඥy
െ 1					,			0 ൏ y ൏ 1 

 

(三)PሺY ൏ 0.1ሻ ൌ ׬
ଵ

ඥ୷
െ 1

଴.ଵ
଴ dy ൌ 2ඥy െ y ቚ0.1

0
ൌ 0.5325 

 
二、若考慮成對比較試驗（paired-difference experiment），每一成對觀測值 j （ 1,2, , j n ），

分別接受處理（treatment) i ， 1i 、2。以下模型描述此一試驗結果： 

    ij i j ijY P   

其中 i 代表處理 i 的期望反應， jP 為第 j 個成對實驗單位的隨機效應， ij 為隨機誤差。對所有

1,2i ， 1,2, , j n ，假設 jP 為獨立的常態分配，其均數為 ( ) 0jE P ，變異數 2( ) j PVar P  ； ij

為獨立的常態分配， ( ) 0ijE  ， 2( ) ijVar   ；且 jP 與 ij 互相獨立。 

(一)若 iY 為處理 i （ 1i 、2）的 n個觀測值之均數，請推導求得 ( )iE Y 。（5分） 

(二)請推導求得 ( )iVar Y 。（5分） 

(三)若 1 2 j j jd Y Y ， 1,2, , j n ，且 d 為其均數， ds 為標準差。推導求得 ( )E d 。（5分） 

(四)推導求得 ( )Var d 。（7分） 

(五)在虛無假設 0 1 2 0 ：H   為真的情況下，請證明
d

d n

s
服從 t 分配；並說明其自由度。（13
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分） 

(六)若將原前述模型改為 

    ij i ij ijY P   

假設 ijP 為獨立的常態分配，其均數為 ( ) 0ijE P ，變異數 2( ) ij PVar P  ；其餘符號之表達及

假設與前述相同。推導求得此模型下的 ( )Var d ；並比較此結果與題(四)的差異。（10分） 

答： 

(一)	EሾYഥ୧ሿ ൌ E ൤
∑ ଢ଼౟ౠ
౤
ౠసభ

୬
൨ ൌ E ൤

∑ ሺஜ౟ା୔ౠାக౟ౠሻ
౤
ౠసభ

୬
൨ ൌ

୬ሺஜ౟ା଴ା଴ሻ

୬
ൌ μ୧			, i ൌ 1	, 2 

 

(二)	VarሾYഥ୧ሿ ൌ Var ൤
∑ ଢ଼౟ౠ
౤
ౠసభ

୬
൨ ൌ Var ൤

∑ ሺஜ౟ା୔ౠାக౟ౠሻ
౤
ౠసభ

୬
൨ ൌ

୬ሺ஢ౌ
మା஢మሻ

୬మ
ൌ

஢ౌ
మା஢మ

୬
			 , i ൌ 1	, 2 

 

(三) dത ൌ
∑ ୢౠ
౤
ౠసభ

୬
ൌ

∑ ሺଢ଼భౠିଢ଼మౠሻ
౤
ౠసభ

୬
ൌ Yഥଵ െ Yഥଶ 

Eൣ	dത	൧ ൌ EሾYഥଵ െ Yഥଶሿ ൌ μଵ െ μଶ 
 

(四)	Var൫d୨൯ ൌ Var൫Yଵ୨ െ Yଶ୨൯ ൌ 	Varሾሺμଵ െ μଶሻ ൅ ሺεଵ୨ െ εଶ୨ሻሿ    

ൌ Var൫εଵ୨൯ ൅ Varሺεଶ୨ሻ ൌ 2σଶ  

	Varൣ	dത	൧ ൌ Var ቈ
∑ d୨
୬
୨ୀଵ

n
቉ ൌ

2σଶ

n
 

 

(五) dത ൌ Yഥଵ െ Yഥଶ	~	N ቀμଵ െ μଶ	,
ଶ஢మ

୬
ቁ 令

										ധധധധധധധ
	Nሺμଵ െ μଶ	, σୢ

ଶሻ 

indep.

ە
ۖ
۔

ۖ
Zۓ ൌ
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ௗߪ

√n
ൗ

		~	Nሺ0	, 1ሻ				

χଶ ൌ
ሺn െ 1ሻSୢ

ଶ

σୢ
ଶ 		~		χଶሺn െ 1ሻ		
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୞
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మ
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ൌ
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൘

ۣ
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ളള
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ለሺ౤షభሻ౏ౚ

మ

ಚౚ
మ

ሺ୬ିଵሻ	
൙

ൌ
ሾഥୢ	ିሺஜభିஜమሻሿ√୬

ୗౚ
			  

H଴真

								ധധധധധ
			
				dത√n					
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	~		tሺn െ 1ሻ 

 
(六)(1) Var൫d୨൯ ൌ Var൫Yଵ୨ െ Yଶ୨൯ ൌ Varሾሺμଵ ൅ Pଵ୨ ൅ εଵ୨ሻ െ ሺμଶ ൅ Pଶ୨ ൅ εଶ୨ሻሿ 

ൌ 	Varൣ൫Pଵ୨ െ Pଶ୨൯ ൅ ൫εଵ୨ െ εଶ୨൯൧ 
ൌ Varൣ൫Pଵ୨ െ Pଶ୨൯൧ ൅ Varൣ൫εଵ୨ െ εଶ୨൯൧ ൌ 2ሺσ୔

ଶ ൅ σଶሻ 

∴ 	Varൣ	dത	൧ ൌ Var ቈ
∑ d୨
୬
୨ୀଵ

n
቉ ൌ

2ሺσ୔
ଶ ൅ σଶሻ

n
 

(2)差異值 ൌ
ଶ஢ౌ

మ

௡
 

 
三、若 1 2, , , nY Y Y 為互相獨立且其機率密度函數如下： 

  
/1

0
( ; )

0

ye y
f y



 
  

 其他
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(一)推導求得 的最大概似估計（maximum likelihood estimator）。（10分）

(二)推導求得 ( 2)P Y 的最大概似估計。（5分）

(三)若 (1) 1 2min( , , , )  nY Y Y Y 為最小順序統計量，推導求得 (1)Y 之分配。（10分）

(四)證明 1 (1)
ˆ  nY 為 的不偏估計（unbiased estimator）。（4分）

(五)推導求得 1̂( )MSE  （mean square error of 1̂ ）。（6分）

答： 

(一)Lሺθሻ ൌ ሺ
ଵ

஘
ሻ୬eି	

౤౯ഥ
ಐ 					lnLሺθሻ ൌ െnlnθ െ

୬୷ഥ

஘
d	lnL
dθ

ൌ െ
n
θ
൅
nyത
θଶ

ൌ 0						θ ൌ yത 

∵ 	
ୢ	మ୪୬୐

ୢ஘మ
ฬθ ൌ yത ൏ 0 ∴ θ෠ ൌ Yഥ	為	θ	之	MLE  

(二)PሺY ൑ 2ሻ ൌ Fଢ଼ሺ2ሻ ൌ 1 െ eି	
మ
ಐ		, 且		gሺθሻ ൌ 1 െ eି	

మ
ಐ為 1 െ 1 函數

∴ 根據 MLE 不變性	：gሺYഥሻ ൌ 1 െ eି	
ଶ
ଢ଼ഥ為 PሺY ൑ 2ሻ之	MLE

(三)fଢ଼ሺభሻሺyሻ ൌ nሾ1 െ Fሺyሻሿ୬ିଵfሺyሻ ൌ n ቀeି	
౯
ಐቁ

୬ିଵ
ሺ
ଵ

஘
eି	

౯
ಐሻ

ൌ
n
θ
eି	

୬୷
஘ 				,				y ൐ 0

∴ Yሺଵሻ	~		Expሺ ൌ
n
θ
ሻ	

(四)Eൣθ෠ଵ൧ ൌ EൣnYሺଵሻ൧ ൌ n ∙
ଵ


ൌ n ∙

஘

୬
ൌ θ		ሺunbiasedሻ

(五)MSE൫θ෠ଵ൯ ൌ Var൫θ෠ଵ൯ ൅ ሺEθ෠ଵ െ θሻଶ ൌ Var൫θ෠ଵ൯

ൌ Var൫nYሺଵሻ൯ ൌ nଶ ∙
1

ଶ
ൌ θଶ




