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《迴歸分析》 
試題評析 今年的試題有一半題目是矩陣而且有偏難，如果能夠拿到80分，就本科目而言，上榜應該沒問題。

考點命中 

第一題：《高點迴歸分析講義第一回》，秦大成編撰，頁55例題6。 

第二題：《高點迴歸分析講義第一回》，秦大成編撰，頁79例題2。 

第三題：《高點迴歸分析講義第二回》，秦大成編撰，頁93例題1。 

第四題：《高點迴歸分析講義第三回》，秦大成編撰，頁15例題1。 

 

一、對以下之簡單線性迴歸模式 

                    i 1 i iY 1 X    ， i
iid
～ 2N(0, ) ， i 1, , n  ， 

iX 為已知自變數（independent variab1e）且不全為0。令 1̂ 是參數 1 之最小平方估計量

（1east squares estimator）及 1e  。（每小題10分，共20分） 

(一)請找出參數α之最大概式估計量（maximum 1ikelihood estimator）。 

(二)請求出 1̂ 之期望值 1
ˆE( ) 及變異數 1

ˆVar( ) （請詳列推導過程）。 

 

答： 

(一)Ｌ൫β෠ଵ, σෝଶ൯ ൌ ሺ2πσෝଶሻି
౤
మ · eି

∑ ሺY౟షభషಊ
෡భ౮౟ሻ

మ౤
౟సభ

మಚෝమ  

lnL ൌ െ
n
2
ሺln2π ൅ lnσෝଶሻ െ

∑ ሺY୧ െ 1 െ β෠ଵx୧ሻଶ
୬
୧ୀଵ

2σෝଶ
 

∂lnL

∂β෠ଵ
ൌ
∑ ሾሺY୧ െ 1 െ β෠ଵx୧ሻ · x୧ሿ
୬
୧ୀଵ

σෝଶ
ൌ 0 

֜෍x୧Y୧

୬

୧ୀଵ

െ෍x୧

୬

୧ୀଵ

െ β෠ଵ෍x୧ଶ
୬

୧ୀଵ

ൌ 0 

׵ β෠ଵ ൌ
∑ x୧Y୧ െ ∑ x୧

୬
୧ୀଵ

୬
୧ୀଵ

∑ x୧ଶ୬
୧ୀଵ

 為βଵ之MLE 

根據MLE不變性 

αෝ ൌ eஒ෡భ ൌ e
ି
∑ ୶౟Y౟
౤
౟సభ ି∑ ୶౟

౤
౟సభ

∑ ୶౟మ
౤
౟సభ  為 α ൌ eஒభ之MLE 

(二)(1)E൫β෠ଵ൯ ൌ E ൤
∑ ୶౟Y౟
౤
౟సభ ି∑ ୶౟

౤
౟సభ

∑ ୶౟మ
౤
౟సభ

൨ ൌ
∑ ሾ୶౟ሺଵାஒభ୶౟ሻሿ
౤
౟సభ ି∑ ୶౟

౤
౟సభ

∑ ୶౟మ
౤
౟సభ

ൌ
ஒ෡భ ∑ ୶౟

మ౤
౟సభ

∑ ୶౟మ
౤
౟సభ

ൌ βଵ 

(2) V൫β෠ଵ൯ ൌ V ൤
∑ ୶౟Y౟
౤
౟సభ ି∑ ୶౟

౤
౟సభ

∑ ୶౟మ
౤
౟సభ

൨ ൌ
∑ ሾ୶౟

మ·VሺY౟ሻሿ
౤
౟సభ

ሺ∑ ୶౟మ
౤
౟సభ ሻమ

ൌ
஢మ ∑ ୶౟

మ౤
౟సభ

ሺ∑ ୶౟మ
౤
౟సభ ሻమ

ൌ
஢మ

∑ ୶౟
మ౤

౟సభ
 

 

二、 i i(x , y ) ， i 1, ,10  ，為對應以下簡單線性迴歸模式 

                   i 0 1 i iY X     ， i
iid
～ 2N(0, ) ， i 1, ,10  ， 

之觀察值。對以下 ix 值時， iy 有重覆觀察值： 

ix 值 重覆觀察 iy 值

90 81,83 

66 68,60,62 

51 60,64 

35 51,53 

 令 0̂ 、 1̂ 為 0 及 1 之最小平方估計量之值。給定以下結果： 
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10

2
i

i 1
y 44,249


 ，

10
2

i i
i 1

ˆ(y y ) 118.44


  ， i 0 1 i
ˆ ˆŷ x   。 

(一)試完成以下對應虛無假設（null hypothesis） 

0 0 1H 0   ： 之變異數分析表（ANOVA tab1e）：(1)～(8) 

來源 
自由度 

（degree of freedom）

平方和 

（ sum of squares）

均方和 

（mean square）
F

迴歸（Regression） 2 (3) (6) (8)

殘差 

（Error） 
(1) (4) (7)  

總和 (2) (5)   

 並寫出F統計量之虛無分布（null distribution），即F統計量在虛無假設成立時之機率分

布。（15分） 

(二)請算出缺適（lack of fit or goodness of fit）檢定統計量之值。並明確寫出檢定統計

量之虛無分布。（10分） 

答： 

(一)本題有誤： 

(1)目：i ൌ 1 , ڮ,2 ,10 ， 但表格：n ൌ 9 ，  解題採：n ൌ 9對 

(2)ANOVA table：只能檢定係數是否全為0  檢定H଴：βଵ ൌ 0 

不能檢定  H଴：β଴ ൌ βଵ ൌ 0 

(3)ANOVA table：SSR自由度ൌ 1，不是2 

x୧值 y୧ 個數 列和 

90 81  83 nଵ ൌ 2 Tଵ• ൌ 164 

66 68  60  62 nଶ ൌ 3 Tଶ• ൌ 190 

51 60  64 nଷ ൌ 2 Tଷ• ൌ 124 

35 51  53 nସ ൌ 2 Tସ• ൌ 104 

和  n ൌ 9 T•• ൌ 582 

SSTO ൌ ∑ ∑ Y୧୨
ଶ୬౟

୨ୀଵ
୩
୧ୀଵ െ •்•

మ

௡
ൌ 38624 െ

ହ଼ଶమ

ଽ
ൌ 988   

       ሺ題目給∑ ∑ Y୧୨
ଶ୬౟

୨ୀଵ
୩
୧ୀଵ ൌ ∑ Y୧

ଶ୬
୧ୀଵ ൌ 44249ሻ 

SSR ൌ SSTO െ SSE ൌ 988 െ 118.44 ൌ 869.56 
(1) ANOVA table： 

來源 df SS MS F 

迴歸 1 869.56 869.56 51.39 

殘差 7 118.44 16.92  

總和 8 988   

 

(2)①若 H଴：βଵ ൌ 0   F ൌ
MSR

MSE
H଴真

               ෧
Fሺ1 , n െ kሻ ൌ Fሺ2 , 7ሻ 

②若 H଴：β଴ ൌ βଵ ൌ 0     ሾܥሿௌൈ௞ · ሾߚሿ௞ൈଵ ൌ ሾ݄ሿௌൈଵ 

     ቂ1 0
0 1

ቃ
ଶൈଶ

· ൤
β଴
βଵ
൨
ଶൈଵ

ൌ ቂ0
0
ቃ
ଶൈଵ
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F ൌ

ሾSSEሺRሻ െ SSEሺFሻሿ
sൗ

SSEሺFሻ
ሺn െ kሻ൘

F ൌ
MSR

MSE

H0真

               ෧
Fሺs , n െ kሻ ൌ Fሺ2 , 7ሻ 

(二)SSP ൌ ∑ ∑ Y୧୨
ଶ୬౟

୨ୀଵ
୩
୧ୀଵ െ ∑ T౟•

మ

୬౟

୩
୧ୀଵ ൌ 38624 െ 38577.3333 ൌ 46.6667  

SSL ൌ SSE െ SSP ൌ 118.44 െ 46.6667 ൌ 71.7733 

ሺ1ሻ F ൌ
SSL/ሺk െ 2ሻ
SSP/ሺn െ kሻ

ൌ
71.7733/ሺ4 െ 2ሻ
46.6667/ሺ9 െ 4ሻ

ൌ 3.845 

ሺ2ሻ F  
H଴真

           ෧   
       

Fሺk െ 2 , n െ kሻ ൌ Fሺ4 െ 2 , 9 െ 4ሻ ൌ Fሺ2 , 5ሻ 

三、 i1 i2 i(x , x , y ) ， i 1, , 4  為對應以下多重線性迴歸模式 

                  i 0 1 i1 2 i2 iY X X      ， i
iid
～ 2N(0, ) ， i 1, , 4  ， 

之觀察值。令 0̂ 、 1̂ 及 2̂ 為 0 、 1 及 2 之最小平方估計量或其值。X為自變數矩陣， 

                             

11 12

21 22

31 32

41 42

x x1
x x1

X
x x1

1 x x

 
 
   
 
  

。 

給定以下之結果： 

t

4 0 0
X X 0 4 0

0 0 2

 
   
  

，

0

1

2

ˆ 2.5
ˆ ˆ 0

ˆ 1.5

                   

，
4

2
i i

i 1
ˆ(y y ) 0.5


  ， 

4

i
i 1

y 10


 ， i 0 1 i1 2 i2
ˆ ˆ ˆŷ x x    。 

(一)算出 ̂之共變異數矩陣（covariance matrix），即 ˆ ˆCov( , )  。（5分） 

(二)算出 2R 。（5分） 

(三)給定 0.05  ，利用t統計量檢定 

0 2H 1 0  ：  versus 0 2H 1 0  ： 。（10分） 

（ 2,0.05t 2.92 ， 2,0.025t 4.303 ， 1,0.05t 6.314 ， 1,0.025t 12.706 ） 

(四)給定 0.05  ，利用F統計量檢定 

0 0 1 2H 0     ：  versus 1 0H 0 ：  or 1 0   or 2 0  。（10分） 

（ 3,1,0.05F 216 ， 3,2,0.05F 19.2 ， 2,1,0.05F 200 ， 2,2,0.05F 19 ） 

(五)算出 1 之95%之信賴區間。（5分） 

答： 

൫一൯ COV൫β෠, β෠൯ ൌ ሺXTXሻିଵ · σଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
σଶ

4
0 0

0
σଶ

4
0

0 0
σଶ

2 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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൫二൯  β෠＝ሺXTXሻିଵXTY 

֜ XTY ൌ ሺXTXሻ · β෠ ൌ ൥
4 0 0
0 4 0
0 0 2

൩ ൥
2.5
0

െ1.5
൩ ൌ ൥

10
0
െ3

൩  

YTJY ൌ ቂ෍y ,෍y ,෍y ,෍yቃ ቎

yଵ
yଶ
yଷ
yସ

቏ ൌ 10෍y ൌ 10 ൈ 10 ൌ 100 

SSR ൌ β෠TXTY െ
YTJY
n

ൌ ሾ2.5     0   െ 1.5ሿ ൥
10
0
െ3

൩ െ
100
4

ൌ 4.5 

 SSTO ൌ SSR ൅ SSE ൌ 4.5 ൅ 0.5 ൌ 5 

׵  Rଶ ൌ
SSR

SSTO
ൌ

ସ.ହ

ହ
ൌ 0.9 ሺ或90%ሻ 

(三)MSE ൌ
SSE

୬ିଷ
ൌ

଴.ହ

ସିଷ
ൌ 0.5 

൜
H଴: βଶ ൅ 1 ൒ 0
Hଵ: βଶ ൅ 1 ൏ 0 ֞ ൜

H଴: βଶ ൒ െ1
Hଵ: βଶ ൏ െ1 

C ൌ ሼT|T ൏ െt଴.଴ହሺ4 െ 3ሻ ൌ െ6.314ሽ 

T ൌ
ஒ෡మିୢ

Sಊ෡మ
ൌ

ିଵ.ହିሺିଵሻ

ටబ.ఱ
మ

ൌ െ1 ב C 

׵ Do not reject H଴ ，無充分證據顯示 βଶ ൅ 1 ൏ 0 

(四) 

Full model： bF ൌ   βො ൌ ቈ
2.5

0

െ1.5

቉ 

CbF െ h ൌ ቈ
1 0 0

0 1 0

0 0 1

቉ ቈ
2.5

10

െ1.5

቉ െ ቈ
0

0

0

቉ ൌ ቈ
2.5

0

െ1.5

቉     

CሺXTXሻିଵCT ൌ ቈ
1 0 0

0 1 0

0 0 1

቉

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1

4
0 0

0
1

4
0

0 0
1

ے2
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቈ
1 0 0

0 1 0

0 0 1

቉

ܶ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1

4
0 0

0
1

4
0

0 0
1

ے2
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ሺCbF െ hሻTሾCሺXTXሻିଵCTሿିଵሺCbF െ hሻ 

ൌ ሾ2.5 0 െ1.5ሿ ቈ
4 0 0

0 4 0

0 0 2

቉ ቈ
2.5

0

െ1.5

቉ ൌ 29.5 

YYY ൌ SSTO ൅ YTJY

୬
ൌ 5 ൅ ଵ଴଴

ସ
ൌ 30      

bF
TXYY ൌ ሾ2.5 0 െ1.5ሿ ቈ

10

0

െ3

቉ ൌ 29.5 

①ቊ
H଴: β଴ ൌ βଵ ൌ βଶ ൌ 0                   

Hଵ: β଴ ് 1 或βଵ ് 1 或  βଶ ് 1
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

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
H0: ቈ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

቉ ൥
β଴
βଵ
βଶ
൩ ൌ ቈ

0

0

0

቉

H1: ቈ
1 0 0

0 1 0

0 0 1

቉ ൥
β଴
βଵ
βଶ
൩ ് ቈ

0

0

0

቉

     ቊ
H଴：ሾCሿୱൈ୩ · ሾβሿ୩ൈଵ ൌ ሾhሿୱൈଵ
Hଵ：ሾCሿୱൈ୩ · ሾβሿ୩ൈଵ ് ሾhሿୱൈଵ

 

② C ൌ ሼF|F ൐ F଴.଴ହሺ3 , 4 െ 3ሻ ൌ 216ሽ 

③ F ൌ

ሾSSEሺRሻ െ SSEሺFሻሿ
sൗ

SSEሺFሻ
ሺn െ kሻ൘

ൌ

ሺCbF െ hሻTሾCሺXTXሻିଵCTሿିଵሺCbF െ hሻ
sൗ

ሺYTY െ bF
TXTYሻ

ሺn െ kሻ൘
 

ൌ
29.5

3ൗ
ሺ30 െ 29.5ሻ

ሺ4 െ 3ሻ൘
ൌ 0.6667 ב  ܥ

׵  Do not reject H଴，無充分證據顯示 

β଴ ് 1 或βଵ ് 1 或  βଶ ് 1βଵ ് 1 或  βଶ ് 1 

(五)βଵ之95%C. I. 

ൌ βଵ േ t଴.଴ହ
ଶ
ሺ4 െ 3ሻ · Sஒ෡భ ൌ 0 േ 12.706 · ඨ

0.5
4
ൌ ሺെ4.49 , 4.49ሻ 

 

 

四、考慮以下多重線性迴歸模式 

         i 1 i1 2 i2 p ip iY X X X       ， i
iid
～ 2N(0, ) ， i 1, , n  。 

       令 

          1 2 nY Y Y Y 
t
， j 1j 2 j njX X X X   

t
， j 1, ,p  。 

假設 ijX ， i 1, , n  ，不全為0且 t
j kX X 0 ， j k 。 

(一)試以Y及 jX 來表示 1 p, ,  之最小平方估計量以及殘差平方和（residual sum of squares）。

（12分） 

(二)考慮另一線性迴歸模式 i 1 i1 2 i2 p ip iY X X X         ， i 1, , n  ， i ~ 2 2N(0,a ) 為彼此

獨立之隨機誤差且a為正常數。試求以Y及 jX 來表示 1 p, ,  之加權最小平方估計量

（weighted least squares estimator），且找出此加權最小平方估計量與在(一)之

1 p, ,  最小平方估計量之關係式。（8分） 

答： 
(一) 

(1)X ൌ ሾXଵXଶ  XPሿڮ

XTX ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
Xଵ
୲

Xଶ
୲

ڭ
X୮୲ ے
ۑ
ۑ
ې
ሾXଵXଶ XPሿڮ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
Xଵ
୲ · Xଵ 0
0 Xଶ

୲ · Xଶ

ڮ
ڮ

0
0

              ڭ ڭ ڰ ڭ
0             ڮ ڮ X୮୲ · X୮ے

ۑ
ۑ
ې

୮ൈ୮
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XTY ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
Xଵ
୲

Xଶ
୲

ڭ
X୮୲ ے
ۑ
ۑ
ې
· ܻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ଵܺ

௧ܻ
ܺଶ
௧ܻ
ڭ

ܺ௣௧ܻے
ۑ
ۑ
ې

୮ൈଵ

  ,     where  Y ൌ ൦

Yଵ
Yଶ
ڭ
Y୬

൪  

 β෠ ൌ ሺXTXሻିଵXTY 

 ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵ

Xభ
౪ ·Xభ

0

0
ଵ

Xమ
౪ ·Xమ

ڮ
ڮ

0
0

              ڭ ڭ ڰ ڭ
0             ڮ ڮ

ଵ
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(2)SSE ൌ YTY െ β෠TXTY 

ൌ YTY െ ቈ ଵܺ
௧ܻ

Xଵ
୲ · Xଵ

ܺଶ
௧ܻ

Xଶ
୲ · Xଶ

ڮ
ܺ௣௧ܻ
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ۏ
ێ
ێ
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ۑ
ۑ
ې
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ൌ YTY െ ∑
ሺXౠ
౪Yሻమ

Xౠ
౪·Xౠ

୮
୨ୀଵ       where  X୨

୲Y：scalar  

(二)加權OLSE ൌ ሺXTWXሻିଵሺXTWYሻ 
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ۑ
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ڭ
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ൌ

ۉ

ۇ

ۏ
ێ
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୲

Xଶ
୲

ڭ
X୮୲ ے
ۑ
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ܺଶ
௧ܻ
ڭ

ܺ௣௧ܻے
ۑ
ۑ
ې

୮ൈଵ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
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ൌ β෠ ሺOLSEሻ 
 

 

高
點
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