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《統計學》
一、隨機變數X服從指數分配，其機率密度函數為

xe , if x 0f (x)
0 , if x 0

− >= 
≤

。（已知自然對數值：ln(0.05) 

≒−3, ln(0.25)≒−1.386, ln(0.5)≒−0.693, ln(0.75)≒−0.288, ln(0.95)≒−0.051）（每小題10分，共20
分）

(一) 請計算其「中位數」及「期望值」。

(二) 請計算其四分位距（interquartile range）。

試題評析
本題考指數分配之累積機率與IQR，課堂上都已經介紹過隨機變數中位數之定義，不難獲得滿

分。

考點命中
1.《高點‧高上統計學講義》第一回，趙治勳編撰，頁93-118，第五章第二節。

2.《高點‧高上統計學講義》第二回，趙治勳編撰，頁41-50，第七章第二節。

答： ~ ( 1) ( ) 1 ,0xX Exp P X x e xλ −= ≤ = − <
(一)令m為隨機變數X之中位數

( ) 1 0.5 ln 0.5 0.693mP X m e m−≤ = − = ⇒ = − =
( ) 1X E Xµ = =

(二)令Q1,Q3為隨機變數X之第一個與第三個四分位數
1( 1) 1 0.25 1 ln 0.75 0.288QP X Q e Q−≤ = − = ⇒ = − =
3( 3) 1 0.75 3 ln 0.25 1.386QP X Q e Q−≤ = − = ⇒ = − =

     四分位距IQR=Q3-Q1=1.098 

二、研究者自某未知分配之母體A，收集了樣本X1…Xn：自另一母體B，收集樣本Y1…Ym。 
(一) 請描述中央極限定理，及使其成立所需要的假設。（14分）

(二) 若想比較母體A與B的中心點是否有差異，如何應用中央極限定理及其他機率性質？（6分）

試題評析
本題考中央極限定理與Slutsky定理，數統範圍都已經有相同之假設檢定推導過程，不難獲得滿

分。

考點命中
1.《高點‧高上統計學講義》第二回，趙治勳編撰，頁96-101，第九章第三節。

2.《迴歸分析申論題完全制霸》，高點文化出版，趙治勳編著，第二章。

答：

(一)令隨機變數序列
2

1 2, , , ~( , )
iid

nX X X µ σ  , 2< , <µ σ∞ ∞  , 1

n

i
i

X
X

n
==
∑

~ (0,1)
dX N

n

µ
σ

−

以上中央極限定理成立之條件：

(1)隨機樣本iid
(2)母體平均數 µ 與變異數

2σ 存在

(3)樣本數夠大 n → ∞
(二)母體：

2 2
1 1 1 2 2 2~ ( , ) ~ ( , )X Xµ σ µ σ⊥
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    樣本：
1 2

2 2
11 12 1 1 1 21 22 2 2 2, , , ~( , ) , , , ~( , )

iid iid

n nX X X X X Xµ σ µ σ      

    其中 1 2,n n → ∞ 

    點估計： 
2 2
1 2

1 2 1 2. . .
1 2

~ ( , )
byC L T

X X N
n n
σ σµ µ− − +  

    210 : µµ =H  vs 211 : µµ ≠H  

T.S.： 由Slutsky定理可得分配收歛 )1,0(~)0()(

2

2
2

1

2
1

21 N

n
S

n
S

XXZ
d

+

−−
=    

    R.R.： Reject 0H  at α  if 

2

* || αzZ >  

    結論：若拒絕 210 : µµ =H ，我們有足夠的統計證據去推論 21 µµ ≠  

 
三、A、B、C為三種硬幣，其正面的概率分別為1/3，1/2，2/3。今隨機選了一個，拋8次，得到5次

正面3次反面。（每小題10分，共20分） 
(一) 以似然比（Likelihood ratio）方法估計這是那個硬幣的可能性最大。 
(二) 若A硬幣有3個，B硬幣有2個，C硬幣有1個；從這6個隨機選一個拋8次，得5次正面3次反

面。以似然比方法估計這是那種硬幣。 
試題評析 本題是考設限ＭＬＥ之題型與貝氏定理，只要同學瞭解題意，不難獲得滿分。 

考點命中 1.《高點‧高上統計學講義》第一回，趙治勳編撰，頁79-88，第四章第四節。 
2.《高點‧高上統計學講義》第二回，趙治勳編撰，頁127-148，第十章第三節。 

 

答： 

(一)令X表正面之次數， ),8(~ pnBinX = , }
3
2,

2
1,

3
1{ ===∈ CBA pppp  

     因為
5ˆ

8 8MLE
xp = = 較接近

3
2

=Cp  

     故在實驗結果有5次正面下，這是來自於硬幣C之可能性最大 

(二)
8
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=
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     令X表正面之次數， ),8(~ pnBinX = , }
4
1,

8
3,

8
3{ ===∈ CBA pppp  

     因為
5ˆ

8 8MLE
xp = = 較接近

8
3

== BA pp  

     故在實驗結果有5次正面下，這是來自於硬幣A,B之可能性最大 
 
四、令log為以10為底的對數、ε為期望值0的誤差。y和x的關係可以下式表達：log(yi) = 1 + β ⋅ xi + 

ε。 
請導出β的最小平方法估計公式。（20分） 

試題評析 本題是考簡迴歸，雖然迴歸中截距項已知，但只要考生按照最小平方法之計算過程即可獲得斜率

之估計量，不難獲得滿分。 
考點命中 《迴歸分析申論題完全制霸》，高點文化出版，趙治勳編著，第七章。 

 

答： 
令 ii yz log=  

迴歸模型: 0)(,1 =++= iiii Exz εεβ  
目標: 

2

ˆ
2

ˆ
)ˆ1(minmin ∑∑ −−= iii xze β

ββ
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∑
∑∑ −

=∴ 2

)(logˆ
i

iii

x
xxY

β 為 β 之最小平方估計量 

 
五、以下為A、B兩組中風病人手術後復發的時間（以年為單位）。 

A 4.2, 6.5, 7.9, 13.2, 16 
B 0.4, 1.2, 2.9, 5.6, 6.7 

 以Wilcoxon rank sum檢定，在α = 0.05顯著水準下檢定H1：A組的術後效果較好。需列計算過

程，不能用逼近方法。需算出p-value。（20分） 
試題評析 本題是考無母數統計學中Wilcoxon等級和檢定法，講義中都有相關之計算範例，不難獲得滿分。 
考點命中 《高點‧高上統計學講義》第四回，趙治勳編撰，頁14-15，第十三章第三節。 

 

答： 
 

A之等級 4 6 8 9 10 
B之等級 1 2 3 5 7 

令 21,ηη 分別表A組與B組中風病人手術後修復時間之中位數 

   =4+6+8+9+10=37W + 為A組之等級和 

210 : ηη ≤H  vs 211 : ηη >H (A組術後效果較好) 

T.S.: 
( ) ~ (0,1)

( )

W E WZ N
V W

+ +

+

−
=    
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     其中 1 1 2( 1) 5(5 5 1)( ) = =27.5
2 2

n n nE W + + + + +
=  

          1 2 1 2( 1) 5 5 (5 5 1) 275( ) = =
12 12 12

n n n nV W + + + × × + +
=  

R.R.: Reject 0H  at 0.05=α  if p valueα > −       

* 37 27.5 1.98
275
12

Z −
= =Q    ( 1.98)<0.05p value P Z∴ − = >    

reject 0H  
結論：我們有足夠的統計證據去推論A組術後效果較好 
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