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《統計學》
一、假設全體國民血液中鈉離子的濃度接近常態分布，其平均值（μ）為140milliequivalents per liter

（mEq/L），標準差（σ）為3.5，請回答下列問題：（每小題10分，共20分） 
(一)假設今隨機抽樣25位民眾測其血液中鈉離子，請問這25位民眾血液中鈉離子的平均濃度高於

140.5 mEq/L的機率約為何？

(二)在母體的標準差（σ）未知情形下，假設今隨機抽樣25名民眾，其樣本的標準差（s）為5。
請問這25位民眾血液中鈉離子的平均濃度介於138~142mEq/L之間的機率為何？

試題評析 第一大題屬於抽樣分配的題型，須掌握好常態分配和t分配之機率的求算。 

考點命中 《高點．高上統計學講義》第七回，葉哲瑋編撰，頁9-14、頁28-29。 

答： 
(一) 

n=25，μ = 140，σ = 3.5 

P(𝑋� > 140.5) = P�
𝑋� − 𝜇
σ
√𝑛

>
140.5 − 140

3.5
√25

� = 𝑃(𝑍 > 0.71) = 1 − 0.7611 = 0.2389 

(二) σ未知，s = 5
μ = 140，n=25

P(138 < 𝑋� < 142) = P�
138 − 140

5
√25

<
𝑋� − 𝜇

s
√𝑛

<
142 − 140

5
√25

� = 𝑃(−2 < 𝑡(24) < 2) ≑ 0.95 

【參考書目】

1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage.

二、令隨機變數 1, , nX X 彼此獨立且具有相同分配：

( ) 1,0 1,0f x x xθθ θ−= ≤ ≤ < < ∞  

請回答下列問題：（每小題10分，共20分） 
(一)試求θ的最大概似估計子（MLE）。

(二)試求題(一)估計子的一階動差。

試題評析
第二大題屬於點估計的尋找，其中以最大概似估計法作為估計式。

另外，動差法和MLE的不變性(invariance of MLE)之概念也須要了解。 

考點命中 《高點．高上統計學講義》第八回，葉哲瑋編撰，頁29-36，頁37-39。 

答： 

 f(𝑥) = θ𝑥𝜃−1，0 ≤ 𝑥 ≤ 1，𝜃 > 0 
(一)因為𝑋1,𝑋2, … ,𝑋𝑛彼此獨立，故

L(𝜃) = f(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥n; 𝜃) = f(𝑥1; 𝜃)f(𝑥2; 𝜃) …  f(𝑥n; 𝜃) 
 = �θ𝑥1𝜃−1��θ𝑥2𝜃−1�⋯ �θ𝑥n𝜃−1� 

 = 𝜃𝑛 ��𝑥i

𝑛

𝑖=1

�
𝜃−1
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lnL(𝜃) = ln �𝜃𝑛 ��𝑥i

𝑛

𝑖=1

�
𝜃−1

� = 𝑛 × 𝑙𝑛𝜃 + (𝜃 − 1) × �𝑙𝑛𝑥i

𝑛

𝑖=1

 

令
𝑑ln L(𝜃) 

𝑑𝜃
= 0 → 𝑛

𝜃
+ ∑ 𝑙𝑛𝑥i𝑛

𝑖=1 = 0 → 𝜃� = − 𝑛
∑ 𝑙𝑛𝑥i
𝑛
𝑖=1

 

又
𝑑2ln L(𝜃) 

𝑑𝜃2
|𝜃 = − 𝑛

𝜃2
|𝜃� < 0 

    故𝜃� = − 𝑛
∑ 𝑙𝑛𝑥i
𝑛
𝑖=1

為𝜃的MLE 

 (二) 
 X之一階動差為： 

 E(𝑋) = ∫ 𝑥10 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥10 θ𝑥𝜃−1𝑑𝑥 = ∫ 𝜃𝑥𝜃1
0 𝑑𝑥 = � 𝜃

𝜃+1
𝑥𝜃+1�

0

1
= 𝜃

𝜃+1
 

 由MLE的不變性可知， 

 E(𝑋) = 𝜃
𝜃+1

之MLE為
− 𝑛
∑ 𝑙𝑛𝑥i
𝑛
𝑖=1

− 𝑛
∑ 𝑙𝑛𝑥i
𝑛
𝑖=1

+1
 

 
【參考書目】 
1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 
 
三、陳老師為了解創新教學方法是否能提升學生學習成效，於是他針對課堂7位學生，分別記錄使用

創新教學方法前及使用創新教學方法後的測驗成績，成績越高代表學習成效越好，資料如下： 
學生 1 2 3 4 5 6 7 
使用前 84 72 61 78 83 86 71 
使用後 90 86 72 80 85 88 80 

在0.05的顯著水準下，請利用p值法檢定是否創新教學方法會提高學生學習成效？（15分） 

試題評析 
第三大題屬於無母數統計之題型。考生須注意，相較於第四題變異數分析和第五題迴歸分析為常

考題型外，無母數統計為拿分的關鍵，建議考生考前把相關公式背熟！ 

考點命中 《高點．高上統計學講義》第十三回，葉哲瑋編撰，頁28-30。 

 

答： 
(一) n=7，𝛼=0.05 

學生 1 2 3 4 5 6 7 
使用前 84 72 61 78 83 86 71 
使用後 90 86 72 80 85 88 80 

D=前-後 -6 -14 -11 -2 -2 -2 -9 
   因為前後測驗成績都不是常態分配，故採用符號檢定之p值法： 

  H0:𝜂1 ≥ 𝜂2 
  H1:𝜂1 < 𝜂2 
因正號個數x=0，故利用符號檢定知 

  p-value=P �𝑋 ≤ 0 �𝑃 = 1
2
�= P �𝑋 = 0 �𝑃 = 1

2
� = �70� �

1
2
�
0
�1
2
�
7

= 0.0078125 < 𝛼=0.05，故拒絕H0 

   在𝛼=0.05下，有充分證據顯示創新教學方法會提高學生學習成效。 
 
【參考書目】 
1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 
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四、使用了三種肥料後農作物的生長高度（cm），如下表所示： 

A B C 

20 27 21 
27 24 17 
26 21 20 
24 25 22 

請建立ANOVA表，並在顯著水準0.1下檢定三種肥料對農作物的平均生長高度是否不同？（15
分） 

試題評析 此題為一因子變異數分析題型，屬於基本題。 

考點命中 《高點．高上統計學講義》第十一回，葉哲瑋編撰，頁5-17。 

 

答：N=12，k=3 
𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 4 

     𝑥�1. = 24.25，�̅�2. = 24.25，�̅�3. = 20，�̅�.. = 22.83 

    𝑠12 = 9.58，𝑠22 = 6.25，𝑠32 = 4.67 

(一) ANOVA表： 
變異來源 平方和(SS) 自由度(d.f.) 均方和(MS) F值 

處理(Treatment)    
 誤差(Error)    

總變異(Total)    

�̅�.. =
7 + 8 + 12

3
= 9 

=k-1=3-1=2 
=N-k=12-3=9 
=N-1=12-1=11 
=SSTR=∑ 𝑛𝑖(�̅�𝑖. − �̅�..)23

𝑖=1 = 4(24.25 − 22.83)2 + 4(24.25 − 22.83)2 + 4(20 − 22.83)2 = 48.1668 
=SSE=∑ (𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖

23
𝑖=1 = (4 − 1) × 9.58 + (4 − 1) × 6.25 + (4 − 1) × 4.67 = 61.5 

=SST=SSTR+SSE=48.1668+61.5=109.6668 
=MSTR=SSTR/k-1=48.1668/2=24.0834 
=MSE=SSE/N-k=61.5/9=6.8333 
=F=MSTR/MSE=24.0834/6.8333=3.5244 
∴ANOVA表： 

變異來源 平方和(SS) 自由度(d.f.) 均方和(MS) F值 
處理(Treatment) 48.1668 2 24.0834 

3.5244 誤差(Error) 61.5 9 6.8333 
總變異(Total) 109.6668 11  

 (二) �
𝐻0: 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3                  
𝐻1: 𝜇𝑖不全相同，𝑖 = 1,2,3 

    α = 0.1 
    拒絕域C = {𝐹|𝐹 > 𝐹𝛼(𝑘 − 1,𝑁 − 𝑘)} = {𝐹|𝐹 > 𝐹0.1(2,9) = 3.0065} 
    F=3.5244∈ C，拒絕𝐻0。 
    結論：在α = 0.05下，有充分證據顯示三種肥料對農作物的平均生長高度有不同。 
 
【參考書目】 
1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 
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五、醫藥人員想了解服藥的藥量（ X ）與藥效維持時間（Y ）的關係，於是記錄8位病人服藥的結果

如下： 

X  2 3 4 2 5 1 3 4 
Y  20 20 60 25 75 10 40 60 

(一)試用最小平方估計法（LSE）建立一迴歸方程式，來描述藥量對藥效維持時間的影響。（10
分） 

(二)在0.05 的顯著水準下，檢定藥量對藥效維持時間是否有顯著的影響。（15分） 
(三)此迴歸模型的解釋能力如何？（5分） 

試題評析 
第五大題屬於簡單線性迴歸模型的基本題型，最小平方法之迴歸模型的建立、迴歸模型參數的估

計以及假設檢定、判定係數𝑅2之計算。 

考點命中 《高點．高上統計學講義》第十二回，葉哲瑋編撰，頁4-29。 

 

答： 
(一)𝑦�𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖  
   n=8， 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧�𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 24 ⇒ �̅� = 3                              

�𝑥𝑖2
𝑛

𝑖=1

=   84                                             

�𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

= 310 ⇒ 𝑦� = 38.75                    

�𝑦𝑖2
𝑛

𝑖=1

= 15950                                       

�𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1135                                        

 

    b =
𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥

=
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖𝑛
𝑖=1 − 𝑛�̅�𝑦�
∑ 𝑥𝑖2𝑛
𝑖=1 − 𝑛�̅�2

=
1135 − 8 × 3 × 38.75

84 − 8 × 32
= 17.0833 

  a=𝑦� − 𝑏�̅� = 38.75 − 17.0833 × 3 = −12.4999 
 ∴ 𝑦�𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 = −12.4999 + 17.0833𝑥𝑖  

(二) 

�𝐻0:𝛽 = 0                 
𝐻1:𝛽 ≠ 0                   

α = 0.05 

     拒絕域C = �𝑡� |𝑡| > 𝑡𝛼
2
(𝑛 − 2)� = {𝑡| |𝑡| > 𝑡0.025(6) = 2.447} 

SSE=∑ 𝑌𝑖2𝑛
𝑖=1 -𝑎 × ∑ 𝑌𝑖𝑛

𝑖=1 -b × ∑ 𝑋𝑖𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖  

       =15950-(-12.4999)×310-17.0833 ×1135=435.4235 

    MSE = 𝑆𝑆𝐸
𝑛−2

 = 435.4235
6

= 72.5706 

    𝑆𝑥𝑥 = ∑ (𝑋𝑖 − 𝑋�)2𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑋𝑖2𝑛

𝑖=1 − 𝑛𝑋�2 = 84 − 8 × 32 = 12 

     S(b)=�𝑀𝑆𝐸
𝑆𝑥𝑥

= �72.5706
12

= 2.4592 

     t=
𝑏−0
𝑆(𝑏)

= 17.0833
2.4592

= 6.9467 ∈ C，拒絕𝐻0。 

   結論：在α = 0.05下，有充分證據顯示藥量對藥效維持時間有顯著影響。 
 (三) 

 SSTO=𝑆𝑌𝑌 = ∑ (𝑌𝑖 − 𝑌�)2𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑌𝑖2 − 𝑛𝑌�2𝑛

𝑖=1 = 15950 − 8 × 38.752 = 3937.5 
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 SSR=SSTO-SSE=3937.5-435.4235=3502.0765 

∴ 𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅
𝑆𝑆𝑇𝑂

=
3502.0765

3937.5
= 0.8894 

所以藥效維持時間(Y)之總變異有88.94%受服藥的藥量(X)的影響。 
 
【參考書目】 
1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 
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