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   1 

《統計學》
一、假設X與Y的二元機率密度函數為（每小題4分，共20分）

f(x, y) = C(x + 2y) 0 ≦ x ≦ 1；0≦ y ≦1 
= 0 其他 

(一) 計算C值。

(二) 計算X的期望值。

(三) 計算機率P(X > 0.5)。
(四) 計算Y的期望值。

(五) 計算Y大於1/3的機率。

試題評析 第一大題屬於二維隨機變數的題型，須熟悉期望值和邊際機率分配的計算。

考點命中 《高點‧高上統計學講義》第四回，葉哲瑋編撰，頁2-10；頁15-16。 

答：
(一) 

F(x, y) = c(x + 2y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

因∫ ∫ f(x,y)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1∞
−∞

∞
−∞ → ∫ ∫ c(x + 2y)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 11

0
1
0 → 𝑐 ∫ �𝑥

2

2
+ 2𝑥𝑦�

0

11
0 𝑑𝑦 = 1 → 𝑐 �𝑦

2
+ 𝑦2�

0

1
= 1 

→ c �
1
2

+ 1� = 1 → c =
2
3

(二) f(x) = ∫ f(x, y)1
0 𝑑𝑦 = ∫ 2

3
(x + 2y)1

0 𝑑𝑦 = �2
3

(𝑥𝑦 + 𝑦2)�
0

1
= 2

3
(𝑥 + 1), 0 ≤ x ≤ 1 

∴ E(X) = ∫ xf(x)1
0 𝑑𝑥 = ∫ x 2

3
(𝑥 + 1)1

0 𝑑𝑥 = �2
3
�𝑥

3

3
+ 𝑥2

2
��
0

1
= 5

9

(三) P(𝑋 > 0.5) = ∫ 2
3

(x + 1)1
0.5 𝑑𝑥 = �1

3
(𝑥2 + 2𝑥)�

0

1
= 7

12

(四) f(y) = ∫ f(x, y)1
0 𝑑𝑥 = ∫ 2

3
(x + 2y)1

0 𝑑𝑥 = �2
3
�𝑥

2

2
+ 2𝑥𝑦��

0

1
= 1

3
+ 4

3
𝑦, 0 ≤ y ≤ 1 

∴ E(Y) = ∫ yf(y)1
0 𝑑𝑦 = ∫ y �1

3
+ 4

3
𝑦�1

0 𝑑𝑦 = �𝑦
2

6
+ 4

9
𝑦3�

0

1
= 33

54
 

(五) P �𝑌 > 1
3
� = ∫ 1

3
+ 4

3
𝑦1

1
3

𝑑𝑦 = �𝑦
3

+ 4𝑦2

6
�1
3

1
= �1

3
+ 4

6
� − �1

9
+ 4

54
� = 22

27
 

【參考書目】 

1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage.

二、三家A、B、C品牌之洗衣機用戶，各隨機抽取400、600和800人，調查其下次會再買同一品牌洗

衣機之意願。調查數據如下：

意願\品牌 A B C 
願意 100 300 600 
不願意 300 300 200 
總和 400 600 800 

(一)請檢定三家用戶下次購買相同品牌之洗衣機比例是否全部相等。

(1)列出虛無假設H0和對立假設H1。（3分）

(2)寫出檢定統計量及其在H0為真下的分配。（5分）

(3)以臨界值方法決定檢定結果。顯著水準為0.05。（3分）



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【版權所有，重製必究！】 

 114高點‧高上公職 ‧ 高普考高分詳解  
 

   2 

(4)計算p值，並據以決定檢定結果。顯著水準為0.05。（5分） 
(二)若只有A和B兩種品牌，請檢定A和B品牌用戶下次購買相同品牌的比例是否相等。 

(1)列出H0和H1。（3分） 
(2)請使用和(一)不同的檢定統計量，寫出其在H0為真下的分配。請說明何以為此分配。（6

分） 
(3)計算p值，並據以決定檢定結果。顯著水準為0.05。（5分） 

試題評析 第二大題屬於卡方齊一性檢定和兩獨立母體比例差的檢定題型。屬於基本題。 

考點命中 1.《高點‧高上統計學講義》第十回，葉哲瑋編撰，頁73-79。 
2.《高點‧高上統計學講義》第十三回，葉哲瑋編撰，頁18-23。 

 

答： 
(一)設𝑝1為A品牌之洗衣機用戶，下次購買相同品牌之洗衣機比例 

  𝑝2為B品牌之洗衣機用戶，下次購買相同品牌之洗衣機比例 
  𝑝3為C品牌之洗衣機用戶，下次購買相同品牌之洗衣機比例 
(1)𝐻0:  𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 
𝐻1: 𝑝𝑖𝑖不全相等, 𝑖 = 1,2,3 

(2)在𝐻0為真之下，其分配服從卡方分配，自由度為2。 
其檢定統計量為 

𝜒2=∑ ∑ �𝑜𝑖𝑗𝑗−𝑒𝑖𝑗𝑗�
2

𝑒𝑖𝑗𝑗
𝑐
𝑖𝑖=1

𝑟
𝑖𝑖=1 ~𝜒2((𝑟 − 1)(𝑐 − 1)) 

其中，𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑅𝑖𝐶𝐶𝑗𝑗
𝑛𝑛
，∀i = 1,2 ;  j = 1,2,3 

(3)𝛼 =0.05 
拒絕區C=�𝜒2�𝜒2 > 𝜒20.05(2) = 5.991476� 
計算： 

 A B C 列和 
願意 100(222.22) 300(333.33) 600(444.44) 1000 
不願意 300(177.78) 300(266.67) 200(355.56) 800 
行和 400 600 800 1800 

 
故檢定統計量之值為 

𝜒2=∑ ∑ �𝑜𝑖𝑗𝑗−𝑒𝑖𝑗𝑗�
2

𝑒𝑖𝑗𝑗
=𝑐

𝑖𝑖=1
𝑟
𝑖𝑖=1  (100−222.22)2

222.22
+ ⋯+ (200−355.56)2

355.56
= 281.2493 ∈ 𝐶 

結論: 拒絕𝐻0，在α = 0.05下，有充分證據顯示三家用戶下次購買相同品牌之洗衣機比例有顯著差異。 
(4)P值 = P(𝜒2 > 281.2493 | 𝜒2~𝜒2(2)) ≒ 0 < α = 0.05 ∈ C 

結論：拒絕𝐻0，在α = 0.05下，有充分證據顯示三家用戶下次購買相同品牌之洗衣機比例有顯著差異。 
(二)  

設𝑝1為A品牌之洗衣機用戶，下次購買相同品牌之洗衣機比例 
  𝑝2為B品牌之洗衣機用戶，下次購買相同品牌之洗衣機比例 

(1)�H0: p1 = p2                 
H1: p1 ≠ p2                   

(2)因為𝑛1 = 400 > 30,𝑛2 = 600 > 30皆為大樣本，由中央極限定理可知， 
在𝐻0為真之下，其分配為標準常態分配，亦即Z~N(0,1)。 

(3) 
𝑛1 = 400, 𝑥1 = 100; 
𝑛2 = 600, 𝑥2 = 300 
    故𝑝̂1 = 𝑥1

𝑛𝑛1
= 100

400
= 0.25 

      𝑝̂2 = 𝑥2
𝑛𝑛2

= 300
600

= 0.5 
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𝑝̂ =
𝑥1 + 𝑥2
𝑛1 + 𝑛2

=
100 + 300
400 + 600

=
400

1000
= 0.4 

α = 0.05 
檢定統計量Z = 𝑝�1−𝑝�2−0

�𝑝�(1−𝑝�)� 1
𝑛1
+ 1
𝑛2

= 0.25−0.5

�0.4(1−0.4)� 1
400+

1
600

= −7.91 

 P值 = 2 × P(𝑍 > |−7.91|) = 2 × P(𝑍 > 7.91 ) ≒ 0 < α = 0.05 ∈ C 
結論：拒絕𝐻0，在α = 0.05下， 

有充分證據顯示A、B兩家用戶下次購買相同品牌之洗衣機比例有顯著差異。 
 
【參考書目】 

1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 

 
三、工程師想知道供應商生產的電池平均壽命是否小於240小時。隨機抽取電池36件（n = 36），其

樣本平均值為235小時。 
假設電池壽命服從常態分配且母體標準差為12小時。 
(一)請檢定電池平均壽命是否低於240小時。顯著水準為0.1。（5分） 
(二)續上題，寫出檢定統計量分配的拒絕區之臨界值，並寫出此臨界值對應之樣本平均值。（4

分） 
(三) 若真實的電池壽命平均值分別為236和235小時，請分別計算他們的型Ⅱ誤差機率及檢定力。

（8分） 
(四)若只有隨機抽取的電池改為100件（n100），其他不變。若真實的電池壽命平均值分別為236

和235小時，請分別計算他們的型Ⅱ誤差機率及檢定力。顯著水準為0.1。（8分） 

試題評析 第三大題屬於單一母體平均數假設檢定的題型。除了假設檢定，型II誤差機率和檢定力的計算也

需要熟悉。 
考點命中 《高點‧高上統計學講義》第十回，葉哲瑋編撰，頁10-12；頁17-31。 

 

答： 
(一)因為電池壽命服從常態分配，且母體變異數已知，則可利用常態分配： 

H0:μ ≥ 240H1:μ < 240 
 α = 0.1，n=36，𝜎 = 12 
因 k = 𝜇0 − 𝑍0.1

𝜎
√𝑛𝑛

= 240 − 1.28 12
√36

= 237.44 
故拒絕區為  

              C={𝑥̅| 𝑥̅ <237.44} 
因𝑥̅ = 235 ∈ C 
結論：拒絕𝐻0，在α = 0.1下，有充分證據顯示電池平均壽命小於240小時。 

(二)因為Z = 𝑥̅−𝜇0
𝜎
√𝑛

= 235−240
12
√36

= −2.5 

故拒絕區為  
              C={Z| 𝑍 < −𝑍0.1 = −1.28} 

所以拒絕區之臨界值為-1.28，所對應之樣本平均值為237.44。 
(三)  

(1)因為C={𝑥̅| 𝑥̅ <237.44}，故𝜇 = 236時， 
型II誤差機率為： 

β = P(𝑥̅ ≥ 237.44|𝜇 = 236) = P�Z ≥
237.44 − 236

12
√36

� = 𝑃(Z ≥ 0.72) = 1 − 0.7642 = 0.2358 
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檢定力為： 
1 − β = 1 − 0.2358 = 0.7642 

 
(2)因為C={𝑥̅| 𝑥̅ <237.44}，故𝜇 = 235時， 

型II誤差機率為： 

β = P(𝑥̅ ≥ 237.44|𝜇 = 235) = P�Z ≥
237.44 − 235

12
√36

� = 𝑃(Z ≥ 1.22) = 1 − 0.888 = 0.1112 

檢定力為： 
1 − β = 1 − 0.1112 = 0.8888 

(四)  
(1)n=100時， 

因為C={𝑥̅| 𝑥̅ <237.44}，故𝜇 = 236時， 
型II誤差機率為： 

β = P(𝑥̅ ≥ 237.44|𝜇 = 236) = P�Z ≥
237.44 − 236

12
√100

� = 𝑃(Z ≥ 1.2) = 1 − 0.8849 = 0.1151 

檢定力為： 
1 − β = 1 − 0.1151 = 0.8849 

 
(2) n=100時， 

因為C={𝑥̅| 𝑥̅ <237.44}，故𝜇 = 235時， 
型II誤差機率為： 

β = P(𝑥̅ ≥ 237.44|𝜇 = 235) = P�Z ≥
237.44 − 235

12
√100

� = 𝑃(Z ≥ 2.03) = 1 − 0.9788 = 0.0212 

檢定力為： 
1 − β = 1 − 0.0212 = 0.9788 

 
【參考書目】 

1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 

 
四、A和B兩家公司皆生產相同規格之端子。分別自A和B公司隨機抽取端子並衡量其膜厚，數據如表

所示。 
公司 膜厚（單位：mm） 

A 5 3 5 7 6 4 
B 7 7 9 9 8 6 

(一) 假設兩家生產的端子膜厚變異數相等，請寫出膜厚變異數之估計量及估計值。（6分） 
(二) 請寫出兩家膜厚平均值差之估計量及估計值。（4分） 
(三) 續題(一)，欲比較兩家膜厚之平均值是否有差異，請問該用什麼統計方法？結論為何？顯著

水準為0.05。假設兩家膜厚皆服從常態分配。（10分） 
(四) 續題(一)，請估計兩家膜厚平均值差之95%信賴區間。（5分） 

 

試題評析 第四大題屬於基本題型，主要考驗兩獨立母體平均數差的假設檢定和信賴區間。 

考點命中 1.《高點‧高上統計學講義》第九回，葉哲瑋編撰，頁25-28。 
2.《高點‧高上統計學講義》第十回，葉哲瑋編撰，頁49-54。 
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答： 
(一)因為兩家生產的端子膜厚變異數相等，即𝜎12 = 𝜎22 = 𝜎2，利用𝑠𝑝2估計𝜎2。 

又 𝑛𝐴 = 𝑛𝐵 = 6 
   𝑋�𝐴 = 5，X�𝐵 = 7.67 
      𝑠𝐴2 = 2，𝑠𝐵2 = 1.47  
則膜厚變異數之估計量為： 

  𝑠𝑝2 = (𝑛𝑛𝐴−1) 𝑠𝐴
2+(𝑛𝑛𝐵−1)𝑠𝐵

2

(𝑛𝑛𝐴−1)+(𝑛𝑛𝐵−1)
 

則膜厚變異數之估計值為： 
  𝑠𝑝2 = (6−1)×2+(6−1)×1.47

(6−1)+(6−1)
= 1.735 

(二)兩家模厚平均值差之估計量為： 
𝑋�𝐴 − 𝑋�𝐵 

兩家模厚平均值差之估計值為： 
5 − 7.67 = −2.67 

(三)因兩家膜厚皆服從常態分配且變異數相等， 
故𝜎12 = 𝜎22 = 𝜎2，利用𝑠𝑝2估計𝜎2。 

可採用兩獨立母體平均數差的t檢定： 
𝐻0:𝜇𝐴 − 𝜇𝐵 = 0 
𝐻1:𝜇𝐴 − 𝜇𝐵 ≠ 0 
α = 0.05 
拒絕區為： 
C = {𝑡||𝑡| > 𝑡0.025(10) = 2.228} 
檢定統計量 
t= 𝑋�𝐴−𝑋�𝐵−0

�𝑠𝑝2�
1
𝑛1
+ 1
𝑛2
�

= (5−7.67)−0

�1.735�16+
1
6�

= −3.5109 ∈ C  

結論：拒絕𝐻0，在α = 0.05下，有充分證據顯示兩家膜厚之平均值差有顯著差異。 
(四) 

兩家膜厚之平均值差之95%信賴區間為： 

�𝑋�𝐴 − 𝑋�𝐵 ± 𝑡0.025(10)𝑆𝑝�
1
𝑛𝐴

+
1
𝑛𝐵
� = �5 − 7.67 ± 2.228 × √1.735�

1
6

+
1
6
� = (−4.3644,−0.9756) 

 
【參考書目】 

1.George Casella, Statistical Inference (2nd), Cengage. 
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