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《資料結構》
一、考慮下面以虛擬碼（Pseudocode）表示的遞迴演算法，請回答相關問題： 

Algorithm Q(n) 

if n＝1 

return 1 

else return Q(n－1)＋2×n−1 

（一）列出虛擬碼中Q(n)的遞迴關係式，並說明此虛擬碼最終計算的是什麼？（5分）

（二）用遞迴函式表示此虛擬碼所使用的乘法運算次數，並用漸進式符號Big-O表示此遞迴式

的成長速率。（5分）

（三）以遞迴函式表示此虛擬碼的執行時間T(n)並說明其時間複雜度（以Big-O表示）。（10
分）

試題評析
本題測驗考生對recursive演算法的了解，包括觀察演算法計算的目標為何，執行過程使用了特

定的運算次數，以及時間複雜度。

考點命中 《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁5-1~5-3，第5-1節：遞迴程序。 

答： 
(一) 以算式推導 Q(n)計算的結果

Q(n)=Q(n-1)+2n-1     …(1式) 
Q(n-1)=Q(n-2)+2(n-1)-1…(2式) 
Q(n-2)=Q(n-3)+2(n-2)-1…(3式) 

… 
Q(2)=Q(1)+2(2)-1     …(n-1式) 
Q(1)=1=2(1)-1              …(n式) 

加總 (1式) + (2式) + (3式) +…+(n-1式) + (n式) 並消去等式左、右兩邊相同項目後， 
得 𝑄(𝑛𝑛) = 2 × (𝑛𝑛) − 1 + 2 × (𝑛𝑛 − 1) − 1 + 2 × (𝑛𝑛 − 2) − 1 + ⋯+ 2 × (2) − 1 + 2 × (1) − 1 

即 𝑄(𝑛𝑛) = ∑ (2 × 𝑖 − 1)𝑛
𝑖=1 = 2 × ∑ 𝑖𝑛

𝑖=1 − 𝑛𝑛 = 2 × 𝑛(𝑛+1)
2

− 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2 

結論：Q(n) 計算的結果是 n2。 
(二) Q(n)使用乘法次數遞迴式 M(n)如下：

𝑀𝑀(𝑛𝑛) = � 0, 𝑛𝑛 = 1
𝑀𝑀(𝑛𝑛 − 1) + 1, 𝑛𝑛 > 1 

  𝑀𝑀(𝑛𝑛) = 𝑀𝑀(𝑛𝑛 − 1) + 1 = 𝑀𝑀(𝑛𝑛 − 2) + 2 = ⋯ = 𝑀𝑀(1) + 𝑛𝑛 − 1 = 𝑛𝑛 − 1 = 𝑂𝑂(𝑛𝑛) 
(三) Q(n)執行時間的遞迴式 T(n)如下：

𝑇𝑇(𝑛𝑛) = �
𝑂𝑂(1), 𝑛𝑛 = 1

𝑇𝑇(𝑛𝑛 − 1) + 𝑂𝑂(1), 𝑛𝑛 > 1
  𝑇𝑇(𝑛𝑛) = 𝑇𝑇(𝑛𝑛 − 1) + 𝑂𝑂(1) = 𝑇𝑇(𝑛𝑛 − 2) + 𝑂𝑂(1) × 2 = ⋯ = 𝑂𝑂(1) × 𝑛𝑛 = 𝑂𝑂(𝑛𝑛)。 

二、請回答下列關於二元樹（Binary Tree）的問題： 
（一）一個算術運算式（Arithmetic Expression）可以用一個二元樹表示，稱為算術運算樹

（Expression Tree），請將下列算術運算式以算術運算樹表示。（5分） 
( ( ( 5 + 1 ) × 3 － (7 + 2 ) ) / ( ( ( 2× 8 ) + 5 ) / 7 ) ) 

（二）請判斷下列敘述是否正確：（5分）

“一個算術運算樹是一個滿二元樹（Full Binary Tree, or Proper Binary Tree）”
（三）子題（一）中的算術運算式是何種順序的運算表示式？請利用其算術運算樹將此運算

式表示為一前序表示式（Preorder Expression），並說明其過程。（5分）
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（四）請敘述如何以子題（一）的算術運算樹計算出算術運算式的值，並逐步表示其過程。

（10分） 

試題評析 
本題測驗考生對算術運算式和算術運算樹的知識，包括由算術運算式繪出算術運算樹，由算術

運算樹產生前序表示式的做法，以及由算術運算樹如下計算出最後結果。 

考點命中 《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁6-51~6-55，第6-8節：算式樹。 

 

答： 
(一) 算術運算樹如下： 

     
(二) “一個算術運算樹是一個滿二元樹（Full Binary Tree, or Proper Binary Tree）”? 

  算術運算樹 不一定是 滿二元樹(Full Binary Tree) 
  算術運算樹 只能說是一般的二元樹(Proper Binary Tree) 

(三) ①子題（一）中的算術運算式是中序表示式。 
②對算術運算樹 進行前序追踪，就可以產生前序表示式 
    / - × + 5 1 3 + 7 2 / + × 2 8 5 7 

(四) 使用 post-order 對 算術運算樹以 bottom-up 方式計算出最後結果，如圖中編號順序： 

  
① 5+1=6 
② 6×3=18 
③ 7+2=9 
④ 18-9=9 
⑤ 2×8=16 
⑥ 16+5=21 
⑦ 21/7=3 
⑧ 9/3=3 

 
三、在許多應用中，往往需要以物件的優先權來進行處理，為了區別物件的優先順序，我們可以

簡單地賦予物件一個鍵值（Key）來代表優先權，此鍵值通常是一個數值可以用來區別物件

前後順序。在此，我們考慮物件的鍵值是一個數值而其值愈小，物件的優先權愈高，優先佇
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列（Priority Queue）則是一種以物件的優先權來管理物件的資料結構。 
（一）請說明優先佇列的抽象資料型態（abstract data type, ADT）定義。（10分） 
（二）給定一個最小二元堆積（Minimum Heap）H與一個鍵值k，在H中快速地找出所有鍵值

小於或等於k的資料物件。請描述一個有效的方法，此方法所花的時間（或運算量）

與欲找出的資料物件之數量成線性比例。（5分） 

試題評析 本題測驗考生對優先佇列的理解與應用。 

考點命中 《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁7-3~7-6，第7-2節：堆積結構(Heaps)。 

 

答： 

(一) 定義：優先權佇列是一種資料結構，主要提供「插入資料」(Insertion new Element)與「取出

最小值元素」(Delete Minimum Elements)兩種運算。若應用上需要時，可以增加其他的運算。 
抽象資料型態： 
1. ADT PriorityQueue is 
2.   objects: 一個有序串列(ordered list)，用以儲存一群具有優先等級的項目。 
3.   functions: 
4.     for all QueuePriority q∈ , ItemTypeyx ∈, , BooleanFalseTrue ∈,  
5.       CreatePq():PriorityQueue   ::= create an empty priority queue; 
6.       IsPqEmpty(q):Boolean       ::= if q is empty then true 
7.                                    else false; 
8.       PqInsertion(q,x):PriorityQueue ::= add x into q; 
9.       PqDeleteMin(q):PriorityQueue ::= if IsPqEmpty(q) then error 
10.                                    else delete item with the minimum key from q; 
11. end PriorityQueue 

(二) 使用下面 recursive algorithm 
(三) 使用 1-D array 表示 min-heap，方式如下： 

root 可以置於 a[1]。 

a[i] 的 parent 為 a[
i

2
 
  

]。 

a[i] 的 left child 為 a[2i]。 
a[i] 的 right child 為 a[2i+1]。 

使用下面 recursive algorithm 在 H 中找出所有≦k 的物件：  

      void findMinK(int k, int H[], int i, int n) { 
   if (i<=n) 
      if (H[i]<=k) 
      {    printf("%d ", H[i]);  // 輸出 root 
           find(k, H, 2*i, n);    // 遞迴找尋左子樹 
           find(k, H, 2*i+1, n);  // 遞迴找尋右子樹 
      } 
} 

  void main() { 
     int k; 
     scanf("%d", &k); 
     findMinK(k, H, 1, n); 
  } 

   時間分析：若輸出的項目(≦k的項目)有 m 項，遞迴呼叫次數為 2m+1次，每次 findMinK() 的執行時

間都是 O(1)，故執行總時間為 (2m+1) ×O(1)=O(m)。 
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四、關於紅黑樹（Red Black Tree）與(2,4)-樹((2,4)-Tree)： 
（一）請分別說明紅黑樹與(2,4)-樹的定義。（10分） 
（二）考慮下面的紅黑樹（實線節點代表黑色節點，虛線節點代表紅色節點），代表節點的

字元符號可視為鍵值，請說明如何將此紅黑樹轉換為一個(2,4)-樹，並將其結果畫出。

此外，請申論轉換的(2,4)-樹是否唯一。（10分） 

 
（三）請說明為何一個有n個節點（鍵值）的紅黑樹其高度是O(log n)。（5分） 

試題評析 本題測驗考生對(2,4)-Tree和red-black tree的理解與轉換方式。 

考點命中 
《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁11-45~11-47，第11-8節：紅黑樹；頁11-41~11-

42，第11-7節：2-3-4樹。 

 

答： 
(一) red-black tree 是一棵 binary search tree，每個節點可以是 red node 或是 black node。 

而且必須滿足下面特性： 
(1) root 一定是 black node。 
(2) 所有的 external nodes(或稱leaves)皆為 black nodes。 
(3) 一個 red node 的 child 必須是 black node。 
(4) 每個節點到其後代 external nodes 的每一條路徑上，須包含相同數目的 black node。 

(2,4)-Tree 是一棵order=4的B-tree，每個節點最多 4 個 children，至少 2 個children。 
為方便說明，其中degree = 2、3、4 的 node，分別稱為 2-node、3-node、4-node。  

(二) 轉換出來的 (2,4)-Tree 如下： 

 
red-black tree 轉換成 (2,4)-Tree 必定是唯一的；反之，(2,4)-Tree轉為 red-black tree，就不見得是唯一

的，主要的原因是，若(2,4)-Tree中包含有 3-node 時，每個 3-node 可以有 2 種方式，轉換成 red-
black trees。 

 
(三) 以 h 代表 (2,4)-Tree 的高度，假設 (2,4)-Tree 有 n 個 keys，則有關係式 2h-1≦n≦4h-1。 

因此，含有 n 個 keys 的 (2,4)-Tree 的高度 h 具有下列關係： 

       4 2[log (n 1)] h [log (n 1)]+ ≤ ≤ +  

故 ℎ = 𝑂𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛𝑛)。 
而 n 個 keys 的 red-black tree，則其高度 hRB 最多會是(2,4)-Tree高度 h 的兩倍，也就是： 

hRB ≤ 2 × ℎ = 2 × 𝑂𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛𝑛) = 𝑂𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛𝑛)  hRB = 𝑂𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛𝑛) 
 

a  r  b 

c d e  l f 

g i k p h j o m n 
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五、下面的矩陣M 是表示一個無向圖G=(V, E)的相鄰矩陣（Adjacency Matrix），V與E分別為節點

與邊的集合： 
 a b c d e f g 
a 0 1 0 1 1 1 0 
b 1 0 1 0 1 1 0 
c 0 1 0 0 0 1 1 
d 1 0 0 0 0 0 1 
e 1 1 0 0 0 0 0 
f 1 1 1 0 0 0 1 
g 0 0 1 1 0 1 0 

（一）請畫出此無向圖G。（10分） 
（二）若以字母順序為考量對G進行廣度優先搜尋（Breadth-First Search, BFS），因此將由節

點a開始，請繪出尋訪完後所產生的BF樹（Breadth-First (BF) Tree）。（5分） 

試題評析 本題測驗考生對圖形表示法和廣度優先追踪的方法。 

考點命中 
《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁8-8~8-9，第8-2節：圖形表示法；頁8-20~8-
21，廣度優先追蹤。 

 
答： 
(一)  

 
(二) BFS 順序：a,b,d,e,f,c,g 

BF 樹如下： 

 
 

 

a 

b 

e d 
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