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《資料結構》 
一、A為（8×4）矩陣、B為（4×10）矩陣、C為（10×3）矩陣、D為（3×20）矩陣、E為（20×4）矩陣，

(一)請列出此5個矩陣相乘A×B×C×D×E所有可能的乘法順序（請用括號表示乘法順序）。（5分）(二)

請使用Dynamic Programming（動態規劃）的技巧計算出此五個矩陣相乘A×B×C×D×E的最佳乘法順

序（請用括號表示乘法順序），使得五個矩陣相乘所需要花費的乘法數量最少。（15分）(三)請

列出此五個矩陣相乘所需要花費的最少乘法數量。（5分）（注意：未說明Dynamic Programming

的計算過程，不予計分。） 

試題評析 
矩陣連乘的最佳順序，屬於Dynamic Programming常見的範例，原理必須清楚了解，才能正確計算，

唯計算過程稍嫌繁複，考驗耐性。 

考點命中 《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁1-33～1-34。 

 

答： 

(一) n+1個矩陣的連乘，共有
1

𝑛+1
�2𝑛𝑛 �種乘法順序。因為n+1=5個矩陣，所以 n=4 共有 

1
5
�84� = 14 種乘法順序，

如下： 
(((A×B)×C)×D)×E 
((A×B)×(C×D))×E 
(A×(B×(C×D)))×E 
((A×(B×C))×D)×E 
(A×((B×C)×D))×E 
((A×B)×C)×(D×E) 
(A×(B×C))×(D×E) 
(A×B)×((C×D)×E) 
(A×B)×(C×(D×E)) 
A×(((B×C)×D)×E) 
A×((B×C)×(D×E)) 
A×((B×(C×D))×E) 
A×(B×((C×D)×E)) 
A×(B×(C×(D×E))) 

(二) 使用動態程式規劃演算法計算：𝑀1 × 𝑀2 × ⋯× 𝑀𝑛 
(1) 使用一個陣列size[1..n+1] 來記錄每個矩陣 Mi 的列數，換言之，矩陣 Mi 是一個大小為 size[i]×size[i+1] 

的矩陣，其中 1≦i≦n。 
(2) 用 cost[i][j] 代表 𝑀𝑖 ×. . .× 𝑀𝑗 表示其所需的乘法次數。 

(3) 用 middle[i][j] 來記錄最後一個矩陣乘法的位置，如果 middle[i][j]=k 時，表示分別先算出 (𝑀𝑖 ×. . .×
𝑀𝑘) 與(𝑀𝑘+1 ×. . .× 𝑀𝑗)，然後再將兩者做矩陣相乘 (𝑀𝑖 ×. . .× 𝑀𝑘) × (𝑀𝑘+1 ×. . .× 𝑀𝑗)，計算出 
𝑀𝑖 ×. . .× 𝑀𝑗。 

(4) Dynamic Programming 的 Recursion Function 
𝑐𝑐𝑐𝑐[𝑖][𝑗] = min

𝑖≤𝑘<𝑗
{𝑐𝑐𝑐𝑐[𝑖][𝑘] + 𝑐𝑐𝑐𝑐[𝑘 + 1][𝑗] + size[i] × size[k + 1] × 𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑗 + 1] 

  本題程式片段設計如下 

for (i=1;i<=n;i++){ 

cost[i][i]=0;  middle[i][i]=0; 

} 

for (t=2; t<=n; t++) { 

for (i=1, j=i+t-1; j<=n; i++, j++) { 

cost[i][j]=∞; 
        for (k=i; k<j; k++) { 
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c=cost[i][k]+cost[k+1][j]+size[i]*size[k+1]*size[j+1]; 

if (c<cost[i][j]) { 

cost[i][j]=c; 

middle[i][j]=k; 

} 

} 

} 
} 
 
cost矩陣如下，灰底處為每格計算的最佳選擇： 

i \ j 1 2 3 4 5 
1 0 8×4×10 

=320 
min{ 
320+0+8×10×3, 
0+120+8×4×3} 
=min{560, 216} 
=216 

min{ 
216+0+8×3×20, 
320+600+8×10×20, 
0+360+8×4×20} 
=min{696,2520,1000} 
=696 

min{ 
696+0+8×20×4, 
216+240+8×3×4, 
320+360+8×10×4, 
0+408+8×4×4} 
=min{1336,552,1000,536} 
=536 

2  0 4×10×3 
=120 

min{ 
120+0+4×3×20, 
0+600+4×10×20} 
=min{360, 1400} 
=360 

min{ 
360+0+4×20×4, 
120+240+4×3×4, 
0+360+4×10×4} 
=min{680,408,520} 
=408 

3   0 10×3×20 
=600 

min{ 
600+0+10×20×4, 
0+240+10×3×4} 
=min{1400, 360} 
=360 

4    0 3×20×4 
=240 

5     0 
最佳乘法順：A×((B×C)×(D×E)) 
(三) 最佳解的乘法數量=536 
 
二、假設收銀機內銅板的集合S={$50,$20,$20,$15,$10,$2,$1,$1,$1}，而預計找錢給顧客的金額

W=$75。(一)請設計一個Greedy（貪婪）的演算法，來解決找錢給顧客的問題，使得找給顧客金

額W所使用的銅板數量最少，並依此Greedy的演算法列出找給顧客金額W=$75的過程。（15分）(二)

此Greedy演算法適合使用何種資料結構來完成。（5分）(三)此Greedy演算法的解法是否能保證

為最佳解？請舉例說明。（5分） 

試題評析 

本題屬於演算法問題，測驗考生對Greedy演算法特性、資料結構和Greedy演算法的弱點。零錢兌換

款(Coin Change)問題，類似部份集合總和問題(Sum of Subset)，若要求解或是求最佳解，使用產生所

有部份集合的遞迴程式，再加以修改以計算總和來解決問題。如果每種面額硬幣不限個數的情況，

則一般使用Dynamic Programming來解決。 

考點命中 王致强(2021)，《資料結構重點整理》，高點文化，頁5-19。 

 

答： 

(一)由大面額逐漸考慮到小面額，較可能可以換得較少個硬幣，演算法如下： 
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由大而小排序 S[1..n]; 

sum←0; 

count←0; 

for i←1 to n do { 

 if (sum+S[i] ≤ W) { 

sum←sum+S[i]; 

count←count+1; 

 } 

 if (sum==W) { 

output count;  

exit; 

 } 

} 

output no solution; 

 計算過程如下表： 

銅板 S[i] $50 $20 $20 $15 $10 $2 $1 $1 $1 

累計金額 

sum 
$50 $70 $70 $70 $70 $72 $73 $74 $75 

硬幣數量 

count 
1 2 2 2 2 3 4 5 6 

 Greedy換得6個硬幣 
(二)Greedy演算法適合使用2種方式來實作： 

(1)排序法：視問題需求，進行遞增或遞減排序之後，以方便處理。 
(2)Priority Queue：使用Heap 一類的結構，可以extract-max或extract-min最得最大或最小的項目進行Greedy

處理。 
(三)本題Greedy演算法未必可以找到最佳解，以題目整組資料的最佳解：$50+$15+$10=$75，最佳解只需要兌換

3個硬幣，所以greedy演算法不見得能保證找到最佳解。 
 
三、二元搜尋法（binary search）使用divide-and-conquer（分而治之）演算法技巧，對一個已排

序的（sorted）且長度為n的陣列A[0：n-1]，以二元化方式進行資料值x的搜尋，其最差時間複

雜度（worst case time complexity）可降到Θ(log n)。(一)請使用C++或Python語言，修改此

二元搜尋法，使其能對未排序的（unsorted）且長度為n的陣列A[0：n-1]，進行三元化搜尋，即

以divide-and-conquer技巧將此陣列切成三個子陣列，並在可能包含資料值x的子陣列繼續進行

divide-and-conquer技巧的搜尋，如果找到則回傳1，如果找不到則回傳0。（17分）（注意：請

寫一個searching 類別，內含一個search功能）(二)請分析修改後的三元化搜尋法其最差時間複

雜度（worst case time complexity）以order 的方式表示。（8分）（注意：不可將此陣列數

值進行排序，請加註解說明程式碼作法。） 

試題評析 

本題屬於二分搜尋法的變化題，測驗考生的程式能力。三元化搜尋使用兩個基準值mid1和mid2(其

中，mid1<mid2)，對未排序資料進行partition，分成第1群：小於或等於mid1；第2群：大於mid1且小

於mid2；第3群：大於或等於mid2。然後，遞迴進行搜尋。本題可以合併快速排序法中的partition處

理與改寫binary search成為三元化搜尋，然後撰寫程式。 
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本題可說是104年地特考古類似題。 

考點命中 
1.《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁9-23~9-25。 

2.《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁10-7~10-8，精選例題3。 

 

答： 

(一)   

class searching { 

  private int A[100]; 

  int search(int A[], int x, int low, int high) { 

   int pivot; 

   // 如果搜尋範圍是空的傳回 0 

   if (low>high) return 0; 

   // 如果搜尋範圍只剩 1 項, 檢查該項是否為 x 

   if (low==high) { 

if (x==A[low])return 1; 

else return 0; 

   } 

   // 如果搜尋範圍不只 1 項，先整理好使得 A[low]<A[high] 

   if (A[low]>A[high]) { 

swap(A[low],A[high]); 

   } 
// 取A[low]為mid1，由左而右分群，第1群成為≤mid1；之後資料皆>mid1 
pivot=A[low]; 

   j=low; 

   for (i=low+1; i<=high; i++) { 

    if (A[i]<pivot) { 

     j++; 

swap(A[i],A[j]); 

    } 
   } 
   mid1=j; 
   swap(A[low],A[j]); 

// 取A[high]做為mid2，將>mid1的資料，由右而左分群，第3群皆為≥mid2 
pivot=A[high]; 

   j=high; 

   for (i=high-1; i>=mid1+1; i--) { 

    if (A[i]>pivot) { 

     j--; 

swap(A[i],A[j]); 

    } 
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   } 
   mid2=j; 
   swap(A[high],A[j]); 

   // recursive processing 

   if (x<A[mid1]) search(A,x,low,mid1-1);    // x 落在第 1 群, 遞迴處理 

   else if (x<A[mid2]) search(A,x,mid1+1,mid2-1); // x 落在第 2 群, 遞迴處理 

   else if (x>A[mid2]) search(A,x,mid2+1,high);   // x 落在第 3 群, 遞迴處理 

   else return 1;   // 搜尋成功 x==A[mid1] 或 x==A[mid2] 

} 

} 

(二) Worst Case Time：  

T(n)=T(n-2)+O(n) 

  T(n)=O(n2) 
 Best Case Time： 
  T(n)=O(n) 
 
 
四、(一)請使用C語言寫一副程式void FindMeanAverage(int A [], int n, int * mean, int * average)，

對一個未排序的（unsorted）且長度為n的陣列A[0：n-1]，尋找陣列中的中位數與平均數，並分

別存入mean及average運算複雜度。（17分）(二)請舉例說明此副程式最差情況（worst case）所

花費的運算複雜度。（8分）（注意：請加註解說明程式碼作法。） 

試題評析 
本題包含2個計算，(1)計算average平均值比較簡單；(2)計算中位數(median)須使用Quick Sort的變化應

用：找尋第k小元素(select kth small element)的方法來實作，計算時，取k=n/2即可。 

考點命中 《資料結構》，高點文化出版，王致强編著，頁9-33。 

 

答： 

(一)    

void FindMeanAverage(int A[], int n, int *mean, int *average) { 

  int i, sum,mid; 

  for (i=0;i<n;i++) sum+=A[i]; 

  *average=sum/n; 

  while (low<=high) { 

   mid=partition(A, low, high); 

   if (mid==n/2) { 

*mean=A[mid]; 

break; 

   } 

   else if (mid>n/2) high=mid-1; 

   else low=mid+1; 

  } 
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  return; 

} 

 int partition(int A[], int low, lit high) { 
int pivot=A[low]; 

  int i, j=low; 

  for (i=low+1; i<=high; i++) { 

   if (A[i]<pivot) { 

    j++; 

swap(A[i],A[j]); 
   } 
  } 
  swap(A[low],A[j]); 
  return j; 
 } 
 

(二) Worst case time：  

T(n)=T(n-1)+O(n) 

T(n)=O(n2) 
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